
懂你的 gay 捅 

xjj 

 高中概率知识省略 

 *表示拓展内容,个人认为考察概率不大 

概率论部分 
一）随机变量与分布函数 

1）分布函数 

𝑑𝑒𝑓:  𝐹: 𝑅 → [0,1], 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥𝑘) , 𝐹右连续  

2） 离散型随机变量 

  𝑃(𝑋 = 𝑥𝑘) = 𝑝𝑘    

  →分布 

1）二项分布(事件 A 在 n 次试验中发生的次数) 

𝑋~𝐵(𝑛, 𝑝) 

𝑃𝑛(𝑘) = 𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 , 𝑘 = 0,1,… , 𝑛 

2) *负二项(pascal)分布(事件 A 第 r 次发生时的试验次数) 

 𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝐶𝑘−1
𝑟−1𝑝𝑟(1 − 𝑝)𝑘−𝑟 , 𝑘 = 𝑟, 𝑟 + 1,…   

3）超几何分布(不放回抽样 n 个,总数 N,对应样本 M) 

 𝑃(𝑋 = 𝑘) =
𝐶 𝑛−𝑘
𝑁−𝑀

𝐶𝑀
𝑘

𝐶
𝑛
𝑁

, M < N, k < n 

4）泊松(Poisson)分布(稀有事件在大量重复试验中出现的次数) 

𝑋~𝜋()or 𝑃() 

    𝑃(𝑋 = 𝑘) =
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
 , 𝑘 = 0,1,…    (可查表)  

    Lim
𝑁→+∞

  超几何分布=二项分布 

lim
𝑛→+∞

 二项分布=泊松分布  (泊松定理） 
3）连续型随机变量 

 →概率密度 

 𝑑𝑒𝑓: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+ 

− 
= 1   𝑓(𝑥) ≥ 0 

→推论(求解) 

𝑐𝑜𝑟: 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) 



  →分布 

1） 均匀分布 

𝑋~𝑈(𝑎, 𝑏)   𝑓(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
   𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 

2） 指数分布(通常作为某种“寿命”的近似|无记忆性) 

𝑋~𝐸() , 𝑓(𝑥) = 𝑒−x, 𝐹(𝑥) = 1 − 𝑒−x , 𝑥 ≥ 0  

3） 正态(Gauss)分布 

𝑋~𝑁(𝜇,  𝜎2)  𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2    

𝐹(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
∫ 𝑒

−
(𝑡−𝜇)2

2𝜎2
𝑥

−∞

𝑑𝑡 

在𝑥 = 𝜇 ± 𝜎处，𝑓(𝑥)有拐点 

→退化𝑁(1,0),𝜑(𝑥) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2  

(𝑥) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑡2

2
𝑥

−∞
𝑑𝑡      (可查表) 

→转化：𝐹(𝑥) =  (
𝑥−𝜇

𝜎
) 

→3𝜎法则 

   →二项分布的近似计算 

    𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) ≈ ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥
𝑥2
𝑥1

, 

𝑥1 =
𝑎 − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)
, 𝑥2 =

𝑏 − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)
 

4） *Γ分布 

𝑋~Γ(α, β)  

Γ (α) = ∫ 𝑥∝−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
+∞

0

 

𝑓(𝑥) =
𝛽𝛼

Γ(α)
𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥(𝑥 > 0) 

Γ(+ 1) =  Γ()    Γ(0.5) =  √π      

n ∈ 𝑁 ⇒ Γ(n + 1) = n！ 



Γ (
𝑘1
2 )

Γ (
𝑘2
2 )

Γ (
𝑘1 + 𝑘2

2 )
= ∫ 𝑥

𝑘1
2
−1

1

0

(1 − 𝑥)
𝑘2
2
−1𝑑𝑥 

   →退化 1 Γ(1, β) = E(β)(指数分布) 

   →退化 2 Γ(n/2,1/2)       (2
分布,记作

2
(n) ) 

 4)随机变量的函数 

  𝑌 = 𝑔(𝑋) 

  →离散型随机变量 

𝑃(𝑌 = 𝑦𝑖) = ∑ 𝑝𝑘
𝑘:𝑔(𝑥𝑘)=𝑦𝑖

 

  →连续型随机变量 

二）多维随机变量及其概率分布 

 1)多维随机变量 

  𝑑𝑒𝑓: ∀𝜔 ∈ Ω
一定法则
→     ∃(𝑋1(𝜔), 𝑋2(𝜔),… , 𝑋𝑛(𝜔)) ∈ 𝑅𝑛 , 

𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) 

 2)联合分布函数/边缘分布函数 

  𝐹(𝑥1, 𝑥2, …，𝑥𝑛) = 𝑃(𝑋1 ≤ 𝑥1, 𝑋2 ≤ 𝑥2, … , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛) 

  将上联合分布函数保留 k 个 X 的分量,其他替换为+∞并省略,即为边缘分布函数 

  对𝑓(𝑥1, 𝑥2, …，𝑥𝑛)关于其他分量的积分即为边缘概率分布 

 3)二维随机变量 

  离散型 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗) = 𝑝𝑖𝑗 ≥ 0 , 𝑖, 𝑗 = 1,2, …,   ∑ 𝑝𝑖𝑗 = 1 

  连续型 ∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1 ,
∂2𝐹

∂x∂y
= 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

 4)二维均匀分布 

  𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝐴
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 , 记作𝑈(𝐺). 

 5)二维正态分布 

  (𝑋, 𝑌)~𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎1
2, 𝜎2

2, 𝜌) 

  𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋𝜎1𝜎2√1−𝑝2
𝑒
−

1

2(1−𝑝2)
[
(𝑥−𝜇1)

2

𝜎1
−
2𝜌(𝑥−𝜇1)(𝑦−𝜇2)

𝜎1𝜎2
+
(𝑦−𝜇2)

2

𝜎2
]
 

  二维正态分布的边缘分布仍为正态分布。 



 6)n 维正态分布 

  𝑓(𝑥) =
1

(2𝜋)
𝑛
2 |Σ|

1
2

𝑒−
1

2
(𝑥−𝜇)𝑇Σ−1(𝑥−𝜇) , 

 𝜇 = (
𝜇1
𝜇2
) , Σ = [

𝜎1
2 𝜌𝜎1𝜎2

𝜌𝜎1𝜎2 𝜎2
2 ] 

 7)随机变量的独立性 

若对∀𝑥, 𝑦都有:𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) 

则称随机变量𝑋与𝑌相互独立 

→结论 1 

𝑐𝑜𝑟:若存在非负可积函数𝑟(𝑥), 𝑔(𝑥),使得 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝑥)𝑔(𝑦)(𝑎. 𝑒. ) 则𝑋与𝑌相互独立 

  →结论 2 

   𝑐𝑜𝑟: 𝑋与𝑌相互独立的充要条件为𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑅(𝑥)𝐺(𝑦) 

三）随机变量的条件分布 

 1)离散型随机变量 

  
𝑃(𝑋=𝑥𝑖,𝑌=𝑦𝑖)

𝑃(𝑌=𝑦𝑖)
= 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖|𝑌 = 𝑦𝑖) 为在𝑌 = 𝑦𝑖的条件下𝑋的条件概率分布 

  𝑃(𝐴) = ∑𝑃(𝐵𝑖)𝑃(𝐴|𝐵𝑖) 全概率公式 

  𝑃(𝐵𝑘|𝐴) =
𝑃(𝐵𝑘)𝑃(𝐴|𝐵𝑘)

∑𝑃(𝐵𝑖)𝑃(𝐴|𝐵𝑖)
 Bayes 公式 

 2)一般条件下条件分布 

  𝐹𝑋|𝑌(𝑥|𝑦) = lim
𝜀→0+

𝑃{𝑋 ≤ 𝑥|𝑦 − 𝜀 < 𝑌 ≤ 𝑦 + 𝜀} 

为在𝑌 = 𝑦𝑖的条件下𝑋的条件分布函数 

  𝑓𝑋|𝑌(𝑥|𝑦) =
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
为在𝑌 = 𝑦𝑖的条件下𝑋的条件分布密度 

  类似可得全概率公式与 Bayes 公式 

 3)*求𝑓𝑍𝑈(𝑧, 𝑢) 

  设{
𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦)

𝑢 = 𝑟(𝑥, 𝑦)
存在唯一的反函数:{

𝑥 = ℎ(𝑧, 𝑢)

𝑦 = 𝑠(𝑧, 𝑢)
 



  且ℎ, 𝑠有连续偏导数,并记雅可比行列式𝐽(𝑧, 𝑢) = |

𝜕ℎ

𝜕𝑧

𝜕ℎ

𝜕𝑢
𝜕𝑠

𝜕𝑧

𝜕𝑠

𝜕𝑢

| 

  则𝑓𝑍𝑈(𝑧, 𝑢) = 𝑓𝑋𝑌(ℎ(𝑧, 𝑢), 𝑠(𝑧, 𝑢))|𝐽| 

 4)*和的分布 

  𝑍 = 𝑋 + 𝑌   𝑓𝑍(𝑧) = ∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
 

称之为𝑓𝑋(𝑥)与𝑓𝑌(𝑦)的卷积。 

  涉及正态随机变量结论: 

  →(𝑋, 𝑌)~𝑁(𝜇1, 𝜎1
2; 𝜇1, 𝜎1

2; 𝜌) 

⇒ 𝑋 + 𝑌~𝑁(𝜇1 + 𝜇2, 𝜎1
2 + 2𝜌𝜎1𝜎2 + 𝜎2

2) 

  →𝑋1, 𝑋2, … 𝑋𝑛相互独立⇒ ∑𝑋~𝑁(∑𝜇1 , ∑ 𝜎𝑖
2) 

 5)*商的分布 

  𝑍 = 𝑋/𝑌   𝑓𝑋/𝑌(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑧𝑦, 𝑦)|𝑦|𝑑𝑦
+∞

−∞
 

 6)*平方和的分布 

  𝑍 = 𝑋2 + 𝑌2 𝑓𝑍(𝑧) = {
0, 𝑧 < 0,

1

2
∫ 𝑓(√𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃, √𝑧𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑑𝜃, 𝑧 ≥ 0
2𝜋

0

 

 7)极值函数的分布 

  𝑀 = max{𝑋, 𝑌}   𝐹𝑀(𝑢) = 𝐹𝑋(𝑢)𝐹𝑌(𝑢) 

  𝑁 = min{𝑋, 𝑌} 𝐹𝑁(𝑢) = 1 − [1 − 𝐹𝑋(𝑢)][1 − 𝐹𝑌(𝑢)] 

四）随机变量的数字特征 

1)数字特征的定义与存在判据 

 →期望与方差 

   𝑑𝑒𝑓: 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐷(𝑋) = 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2, 𝜎 = √𝐷(𝑋)为均方差/标准差 

   𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))2 

   存在判据:自身绝对收敛 

  →*偏度系数与峰度系数 

   𝛼 =
𝐸(𝑋−𝐸(𝑋))

3

(𝐷(𝑋))
3
2

  , 𝛾 =
𝐸(𝑋−𝐸(𝑋))

4

(𝐷(𝑋))
2  

   存在判据:分子 



   𝛼:刻画随机变量取值关于其数学期望的对称程度 

𝛾:刻画随机变量在期望和方差确定时其概率分布的峰态。如对连续型随机变

量，刻画其密度函数曲线的陡峭状态。 

  →*变异系数 

   𝜈 =
√𝐷(𝑋)

𝐸(𝑋)
 

   存在判据:非负随机变量&𝐸(𝑋) > 0&𝐷(𝑋)存在 

   𝜈:反映随机变量的离散程度且无量纲 

  →分位数 

   若𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) ≥ 𝑝 ≥ 𝑃(𝑋 < 𝑎),则称𝑎为𝑋的𝑝分位数,记为𝑥𝑝 = 𝑎 

   𝑥0.5 = 𝑚𝑒𝑑(𝑋) 

   注意到𝑥𝑝不唯一,若定义
𝑥𝑝 = sup{𝑎: 𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) < 𝑝}

𝑜𝑟 = in f{𝑎: 𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) ≥ 𝑝}
,则唯一 

   𝑑𝑒𝑓:上下侧分位数 

  →标准化随机变量 

   𝑋∗ =
𝑋−𝐸(𝑋)

√𝐷(𝑋)
 

  →协方差与相关系数 

   协方差𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸 ((𝑋 − 𝐸(𝑋))(𝑌 − 𝐸(𝑌))) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

    {
𝜌𝑋𝑌 = 1 ⇔ 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏

𝜌𝑋𝑌 = 0 ⇔ 𝑋, 𝑌不相关
 

   𝑋, 𝑌相互独立 ⇒ X, Y不相关 , 𝑋, 𝑌相互独立
二维正态分布
⇐        X, Y不相关 

  →协方差矩阵 

称Σ(𝑥1, 𝑥2, …，𝑥𝑛) = [

𝜎11 𝜎12
𝜎21 𝜎22

⋯ 𝜎1𝑛
⋯ 𝜎2𝑛

⋮ ⋮
𝜎𝑛1 𝜎𝑛2

⋱ ⋮
⋯ 𝜎𝑛𝑛

]为(𝑥1, 𝑥2, …，𝑥𝑛)   

的协方差矩阵,其中𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗),  该矩阵对称非负定 

  →*矩 

   𝐸(𝑋𝑘): 𝑋的𝑘阶原点矩 

   𝐸(|𝑋|𝑘): 𝑋的𝑘阶绝对原点矩  

   𝐸 ((𝑋 − 𝐸(𝑋))
𝑘
) : 𝑋的𝑘阶中心矩 

   𝐸(𝑋𝑘𝑌𝑙):𝑋, 𝑌的𝑘 + 𝑙阶混合原点矩 

   𝐸 ((𝑋 − 𝐸(𝑋))
𝑘
(𝑌 − 𝐸(𝑌))

𝑙
) : 𝑋, 𝑌的𝑘 + 𝑙阶混合中心矩 



2）离散型𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥𝑘𝑝𝑘
+∞
𝑘=1  

 →𝑋~𝐵(𝑛, 𝑝)𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝  𝐷(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 

 →𝑋~𝑃(𝜆)       𝐸(𝑋) = 𝐷(𝑋) = 𝜆 

 →𝑋~超几何分布(𝑁,𝑀, 𝑛)  𝐸(𝑋) =
𝑛𝑀

𝑁
  𝐷(𝑋) =

𝑛𝑀

𝑁
(1 −

𝑀

𝑁
)
𝑁−𝑛

𝑁−1
  

 →𝑋~几何分布(𝑝)   𝐸(𝑋) =
1

𝑝
  𝐷(𝑋) =

1−𝑝

𝑝2
 

3）连续型𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
 

 →𝑋~𝑈(𝑎, 𝑏)   𝐸(𝑋) =
𝑎+𝑏

2
   𝐷(𝑋) =

(𝑏−𝑎)2

12
  

 →𝑋~𝐸(𝜆)    𝐸(𝑋) =
1

𝜆
  𝐷(𝑋) =

1

𝜆2
 

 →𝑋~𝑁(𝜇,  𝜎2) 𝐸(𝑋) = 𝜇  𝐷(𝑋) = 𝜎2 

 →𝑋~𝛤(𝛼, 𝛽)    𝐸(𝑋) =
𝛼

𝛽
  𝐷(𝑋) =

𝛼

𝛽2
 

 4)𝑌 = 𝑔(𝑋)  

 𝐸(𝑌) = ∑ 𝑔(𝑥𝑘)𝑝𝑘
+∞
𝑘=1   

𝐸(𝑌) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 5)𝑍 = 𝑔(𝑥, 𝑦)的数学期望(可推广至 n 元) 

𝐸(𝑍) = ∑ 𝑔(𝑥𝑖𝑦𝑗)𝑝𝑖𝑗
+∞
𝑖,𝑗=1   

𝐸(𝑍) = ∫ ∫ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
+∞

−∞

𝑑𝑦
+∞

−∞

 

 6)一些性质 

  |𝐸(𝑋𝑌)|2 ≤ 𝐸(𝑋2)𝐸(𝑌2)   Schwarz 不等式 

  𝐷(𝑋 ± 𝑌) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌) ± 2𝐸 ((𝑋 − 𝐸(𝑋))(𝑌 − 𝐸(𝑌))) 

  𝑋, 𝑌相互独立⇒ 𝐷(𝑋 ± 𝑌) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌) 

  𝐷(𝑋) ≤ 𝐸(𝑋 − 𝐶)2 

五）概率极限理论 

1)随机变量序列的收敛性 

 →概率为 1 的收敛 



  𝑃 { lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 = 𝑋} = 1,记作𝑋𝑛
𝑎.𝑒
→ 𝑋又称几乎处处(几乎必然)收敛于𝑋 

→依概率收敛  

  ∀𝜀 > 0, lim
𝑛→∞

 𝑃 { |𝑋𝑛 − 𝑋|< 𝜀} = 1,记作𝑋𝑛
𝑃
→𝑋 

 →依分布收敛(弱收敛) 

  对𝐹(𝑥)所有连续点𝑥, lim
𝑛→∞

 𝐹𝑛(𝑥) = 𝐹(𝑥),记作𝑋𝑛
𝑑
→𝑋 

 →定理: 

  𝑋𝑛
𝑎.𝑒
→ 𝑋 ⇒ 𝑋𝑛

𝑃
→𝑋 ⇒ 𝑋𝑛

𝑑
→𝑋 

2)大数定律 

 若𝐸(𝑋)存在,则对∀𝜀 > 0, 𝑃(𝑋 ≥ 𝜀) ≤
𝐸(𝑋)

𝜀
  

 →Markov 不等式 

  若𝐸(|𝑋|𝑘)存在,则对∀𝜀 > 0, 𝑃(|𝑋| ≥ 𝜀) ≤
𝐸(|𝑋|𝑘)

𝜀𝑘
  

 →Chebyshev 不等式 

  若𝐷(𝑋)存在,则对∀𝜀 > 0, 𝑃(|𝑋 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝜀) ≤
𝐷(𝑋)

𝜀2
 

 →算术平均与大数定律 

  若𝐸(𝑋𝑘)存在,则记𝑋𝑛̅̅̅̅ ≝
1

𝑛
∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1  

  𝑋𝑛̅̅̅̅
𝑃
→ 𝐸(𝑋𝑛̅̅̅̅ ),则称序列{𝑋𝑘}服从大数定律 

 →Bernoulli 大数定律:𝑋𝑘为独立重复实验(即相互独立的 0-1 分布)(依概率稳定) 

  →Chebyshev 大数定律:𝑋𝑘相互独立且具有相同期望和方差 

  →*相互独立条件可去 

  →*Khinchin 大数定律 

  →*强大数定律 

   →柯尔莫哥洛夫强大数定律(Khinchin 大数定律增强) 

   →波雷尔 Borel 强大数定律(Bernoulli 大数定理增强) 

 3)中心极限定理 

  若𝐸(𝑋𝑘)𝐷(𝑋𝑘)都存在,且有
𝑛𝑋𝑛̅̅ ̅̅ −𝐸(𝑛𝑋𝑛̅̅ ̅̅ )

√𝐷(𝑛𝑋𝑛̅̅ ̅̅ )

𝑑
→𝑋~𝑁(0,1), 

则称序列{𝑋𝑘}服从中心极限定理 

  (即随机变量𝑛𝑋𝑛̅̅̅̅ = ∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 的标准化变量近似~𝑁(0,1)) 

  (即∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 ~𝑁(𝑛𝜇, 𝑛𝜎2)) 

  →独立同分布中心极限定理 

  →De Moivre-Laplace 中心极限定理(二项分布,并说明正太分布是其极限分布律) 

 



数理统计部分 
→经验分布函数 

 𝑌𝑛的分布函数𝐹𝑛(对总体𝑋样本值𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛,𝑌𝑛等可能地取到这𝑛个值的每一个) 

→格列汶科定理 

 𝑃 { lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝
−∞ < 𝑥 < +∞

|𝐹𝑛(𝑥) − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑛)| = 0} = 1 

→常用统计量: 

样本均值𝑋̅/𝑘阶原点矩𝐴𝑘 (
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

2𝑛
𝑖=1 )/𝑘阶中心距𝐵𝑘 (

1

𝑛
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̅)2𝑛
𝑖=1 )/样本方差

𝑆2 (
1

𝑛−1
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̅)2𝑛
𝑖=1 )/样本标准差𝑆/𝐵2 = 𝑆𝑛

2 

→顺序统计量与极差𝐷𝑛 = 𝑋(𝑛) − 𝑋(1) 

一） 来自正态总体常用统计量及其分布 

1）2(n)分布(卡方分布) 

设𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛为标准正态总体𝑁 (0,1)的样本, 则称如下统计量为2统计量: 

∑𝑋𝑖
2

𝑛

𝑖=1

~2(n) 

𝑛 = 2时为参数为 1/2 的指数分布,𝑛 = 1时,𝑓(𝑥) = {
1

√2𝜋
𝑥−

1

2𝑒−
𝑥

2

0

𝑥>0
𝑥≤0

 

→ 𝐸(2(n)) = n, D(2(n)) = 2n 

→可加性𝑋1 + 𝑋2~
2(n1 + n2) 

→ lim
𝑛→+∞

2(n) = 正态分布 

 2）𝑡(𝑛)分布(Student 分布) 

 

  设𝑋~𝑁(0,1), 𝑌~2(n), 𝑋, 𝑌相互独立,则称如下统计量为𝑡统计量: 

  𝑇 =
𝑋

√
𝑌

𝑛

~𝑡(𝑛) 

  → lim
𝑛→+∞

𝑓𝑛(𝑡)~N(0,1) 

  → 𝑡1−𝛼(𝑛) + 𝑡𝛼(𝑛) = 0 

3） 𝐹(𝑛,𝑚)分布(𝑛,𝑚分别为第一、二自由度) 

设𝑋~2(n), 𝑌~2(m),𝑋, 𝑌相互独立,则称如下统计量为𝐹统计量: 

   𝐹 =
𝑋

𝑛
𝑌

𝑚

~𝐹(𝑛,𝑚) 

→
1

𝐹
~𝐹(𝑚, 𝑛) 

→ 𝐹1−𝛼(𝑛,𝑚)𝐹𝛼(𝑚, 𝑛) = 1 

→ 𝑡𝛼
2

2(𝑛) = 𝐹𝛼(1, 𝑛) 



 4) 正态总体 7 大结论 

  → 𝑋̅~𝑁(𝜇,
𝜎2

𝑛
) 

  →
(𝑛−1)𝑆2

𝜎2
= ∑ (

𝑋𝑖−𝑋̅

𝜎
)
2

𝑛
𝑖=1 ~𝜒2(𝑛 − 1) 

  →
(𝑛−1)𝑆2

𝜎2
与𝑋̅相互独立 

  →
𝑋̅−𝜇

𝜎/√𝑛
/
𝑆

𝜎
=

𝑋̅−𝜇

𝑆/√𝑛
~𝑡(𝑛 − 1) 

  →
𝑆1
2/𝜎1

2

𝑆2
2/𝜎2

2~𝐹(𝑛 − 1,𝑚 − 1) 

  →对于𝜎1 = 𝜎2,
𝑆1
2

𝑆2
2~𝐹(𝑛 − 1,𝑚 − 1) 

  →
(𝑋̅−𝑌̅)−(𝜇1−𝜇2)

√
1

𝑛
+
1

𝑚
√(𝑛−1)𝑆1

2+(𝑀−1)𝑆2
2

𝑛+𝑚−2

~𝑡(𝑛 +𝑚 − 2) 

二） 参数估计 

1) 点估计的思想方法 

设总体𝑋的分布函数的形式已知, 但含有𝑘个未知参数:1, 2,, 𝑘,基于总体的一个

样本𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛构造𝑘个统计量: 

𝜃1(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)𝜃2(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)…𝜃𝑘(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)即矩估计量 

代入(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)得到𝑘个估计值 

→频率替换法 𝑝̂𝐴 =
𝑛𝐴

𝑛
 依据:伯努利大数定律

𝑛𝐴

𝑛

𝑃
→ 𝑝𝐴  

  →令𝑝𝐴 = 𝑝𝐴(𝜃),利用𝑝𝐴(𝜃) =
𝑛𝐴

𝑛
 

2) 矩估计 

𝜇̂𝑘 = 𝐴𝑘 =
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑘𝑛
𝑖=1 ,𝐺̂ = 𝑔(𝜇̂1, 𝜇̂2, … , 𝜇̂𝑛) 

→依据:推广版辛钦定理:𝐴𝑟
𝑃
→𝜇𝑟 

→K 个矩估计量的求解 

即求解方程组𝜇𝑟(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛) =
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑘𝑛
𝑖=1 , 𝑟 = 1,2,… , 𝑘 

𝑒. 𝑔. 𝜇̂ = 𝑋̅, 𝜎̂2 = 𝑆𝑛
2 

3) 极(最)大似然估计法 

→似然函数: 

  设总体𝑋的密度函数(或概率分布)为𝑓(𝑥𝑖 ,  ),,为 可能取值的集合(或范

围),则对于来自总体 X 的简单随机样本(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛),其联合密度函数(或联合概率

分布)为: 

  𝐿(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜃) = ∏ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝜃)
𝑛
𝑖=1  

  当样本(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)观测值(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)给定时,退变为的函数,记为:𝐿( ).

称𝐿( )为样本的似然函数. 

→极大似然估计 



选择适当的 = 𝜃,使𝐿( )取到最大值,即: 

𝐿(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜃) = max
𝜃𝜖Θ

{𝐿(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜃)} 

  得到𝜃 = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

   →此处𝜃可扩充为(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑘) 

  →似然方程:
𝜕𝐿(𝜃)

𝜕𝜃
|𝜃=𝜃̂ = 0,

𝜕2𝐿(𝜃)

𝜕𝜃2
|𝜃=𝜃̂ < 0, 𝑜𝑟对数似然方程

𝜕𝑙𝑛𝐿(𝜃)

𝜕𝜃
|𝜃=𝜃̂ = 0 

  →依据:一次试验(取一个样本)中,所出现的事件有较(最)大的概率. 

  →极大似然估计的不变性:设𝜃, 𝑢(𝜃),单值函数𝜃(𝑢),则有 𝑢̂ = 𝑢(𝜃)  

三） 估计量的评价 

1)无偏性 

对 𝜃(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛),若𝐸(𝜃) = 𝜃,则称𝜃是的无偏估计量. 

→样本原点矩是总体原点矩的无偏估计 

 2)有效性 

若𝐷(𝜃1) < 𝐷(𝜃2),则称 𝜃1比𝜃2更有效 

→算术均值比加权均值更有效 

3)一致性 

 若 𝜃
𝑃
→𝜃,则称 𝜃是总体参数𝜃的一致/相合估计量 

 →样本 k 阶矩是总体 k 阶矩的一致性估计量(由大数定律可知) 

→设 𝜃是𝜃的无偏估计量,且 lim
𝑛→∞

𝐷(𝜃) = 0,则𝜃是𝜃的一致估计量(chebyshev) 

四） 区间估计 

记 𝑢𝛼 , 𝑡𝛼(𝑛), 𝜒𝛼
2(𝑛), 𝐹𝛼(𝑛,𝑚)分别为标准正态分布,𝑡(𝑛)分布,2(𝑛)分布,𝐹(𝑛,𝑚)分布

的下侧分位数 

 

1）基本步骤 

 A．寻找样本的函数: 

𝑔(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, 𝜃) 

 称为枢轴量 

含有待估参数、不含其它未知参数, 分布已知, 且不依赖于待估参数 

   

  B．对于给定的置信度1 − 𝛼, 确定出(用以构造随机事件的)常数𝑎和𝑏,使得: 

𝑃(𝑎 < 𝑔(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, 𝜃) < 𝑏) = 1 − 𝛼 

  C．由𝑎 < 𝑔(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, 𝜃) < 𝑏解出𝜃的置信上下限: 

𝜃1(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) 𝜃2(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) 
  D．得到置信区间: 

(𝜃1, 𝜃2) 

 2)一个正态总体 𝑋 ~𝑁 ( 2 )的情形 

→方差2已知,的置信区间 

(𝑋̅ − 𝑢
1−

𝛼
2

𝜎

√𝑛
, 𝑋̅ + 𝑢

1−
𝛼
2

𝜎

√𝑛
)    枢轴量

(𝑋̅ − 𝜇)

𝜎/√𝑛
~𝑁(0,1) 



→方差2未知,的置信区间 

(𝑋̅ − 𝑡
1−

𝛼
2
(𝑛 − 1)

𝑆

√𝑛
, 𝑋̅ + 𝑡

1−
𝛼
2
(𝑛 − 1)

𝑆

√𝑛
)    枢轴量

𝑋̅ − 𝜇

𝑆/√𝑛
~𝑡(𝑛 − 1) 

→ 已知,方差2的置信区间 

(
∑ (𝑋𝑖 − 𝜇)2 𝑛
𝑖=1  

𝜒
1−

𝛼
2

2 (𝑛)
,
∑ (𝑋𝑖 − 𝜇)2 𝑛
𝑖=1  

𝜒𝛼
2

2(𝑛)
)    枢轴量∑(

𝑋𝑖 − 𝜇

𝜎
)
2n

i=1

~𝜒2(𝑛) 

→ 未知,方差𝜎2的置信区间 

(
(𝑛 − 1)𝑆2

𝜒
1−

𝛼
2

2 (𝑛 − 1)
,
(𝑛 − 1)𝑆2

𝜒𝛼
2

2(𝑛 − 1)
)    枢轴量

(𝑛 − 1)𝑆2

𝜎2
~𝜒2(𝑛 − 1) 

3)两个正态总体的情形 

设(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)和(𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑚)分别为来自总体𝑁(
1
1

2)和总体𝑁(
2
2

2)的相互独 

立的样本, 𝑋̅, 𝑆1
2; 𝑌̅, 𝑆2

2分别为相应的样本均值与样本方差 

→ 𝜎1
2𝜎2

2已知,𝜇1 − 𝜇2的置信区间 

((𝑋̅ − 𝑌̅) ± 𝑢
1−

𝛼
2

√
𝜎1
2

𝑛
+
𝜎2
2

𝑚
)    枢轴量

(𝑋̅ − 𝑌̅) − (𝜇1 − 𝜇2)

√𝜎1
2

𝑛 +
𝜎2
2

𝑚

~𝑁(0,1) 

  → 𝜎1
2𝜎2

2未知(但𝜎1
2 = 𝜎2

2 = 𝜎2),𝜇1 − 𝜇2的置信区间 

((𝑋̅ − 𝑌̅) ± 𝑡
1−

𝛼
2
(𝑛 + 𝑚 − 2)√

1

𝑛
+
1

𝑚
√
(𝑛 − 1)𝑆1

2 + (𝑚 − 1)𝑆2
2

𝑛 +𝑚 − 2
) 

枢轴量
(𝑋̅ − 𝑌̅) − (𝜇1 − 𝜇2)

√1
𝑛 +

1
𝑚𝑆𝑤

~𝑡(𝑛 +𝑚 − 2) 

其中Sw = √
(𝑛 − 1)𝑆1

2 + (𝑚 − 1)𝑆2
2

𝑛 +𝑚 − 2
 

  → 𝜎1
2𝜎2

2未知,𝑛,𝑚 > 50, 𝜇1 − 𝜇2的置信区间 

((𝑋̅ − 𝑌̅) ± 𝑢
1−

𝛼
2

√
𝑆1
2

𝑛
+
𝑆2
2

𝑚
) 

枢轴量
(𝑋̅ − 𝑌̅) − (𝜇1 − 𝜇2)

√𝑆1
2

𝑛 +
𝑆2
2

𝑚

𝑆1
2

𝑛
+
𝑆2
2

𝑚
≈
𝜎1
2

𝑛
+
𝜎2
2

𝑚
∼
 

𝑁(0,1) 

  → 𝜎1
2𝜎2

2未知,𝑛 = 𝑚, 𝜇1 − 𝜇2的置信区间 

((𝑋̅ − 𝑌̅) ± 𝑡
1−

𝛼
2
(𝑛 − 1)

𝑆𝑍

√𝑛
) ,其中 SZ

2 =
∑ [(𝑋𝑖 − 𝑌𝑗) − (𝑋̅ − 𝑌̅)]

2𝑛
𝑖=1

𝑛 − 1
 



对𝑍𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑌𝑖~𝑁(𝜇1 − 𝜇2, 𝜎1
2 + 𝜎2

2),枢轴量
𝑍̅ − 𝜇𝑍

𝑆𝑍/√𝑛
 

  →
𝜎1
2

𝜎2
2的置信区间(𝜇1, 𝜇2未知) 

(
𝑆1
2

𝑆2
2

1

𝐹
1−

𝛼
2
(𝑛 − 1,𝑚 − 1)

,
𝑆1
2

𝑆2
2

1

𝐹𝛼
2
(𝑛 − 1,𝑚 − 1)

)    枢轴量𝐹 =
𝑆1
2/𝜎1

2

𝑆2
2/𝜎2

2~𝐹(𝑛 − 1,𝑚 − 1) 

  →
𝜎1
2

𝜎2
2的置信区间(𝜇1, 𝜇2已知) 

[
 
 
 
 
𝑚
𝑛
∑ (𝑋𝑖 − 𝜇1)

2𝑛
𝑖=1

∑ (𝑌𝑗 − 𝜇2)
2𝑚

𝑗=1

𝐹
1−

𝛼
2
(𝑛,𝑚)

,

𝑚
𝑛
∑ (𝑋𝑖 − 𝜇1)

2𝑛
𝑖=1

∑ (𝑌𝑗 − 𝜇2)
2𝑚

𝑗=1

𝐹𝛼
2
(𝑛,𝑚)

]
 
 
 
 

   枢轴量

𝑚
𝑛
∑ (𝑋𝑖 − 𝜇1)

2𝑛
𝑖=1

∑ (𝑌𝑗 − 𝜇2)
2𝑚

𝑗=1

𝜎1
2

𝜎2
2

~𝐹(𝑛,𝑚) 

 4)非正态总体参数的置信区间 

  利用中心极限定理构建近似分布 

5)单侧区间估计 

单侧置信区间:(𝜃,+∞)(−∞, 𝜃̅) 

6)𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠估计 

 𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠估计观点:待估参数𝜃是一个随机变量.其估计值看作是该随机变量的实现 

利用𝜃的先验信息对其分布加以表示,即为𝜃的先验分布,记为(𝜃). 

综合𝜃的先验信息和样本𝑋带来的信息,得到关于𝜃的进一步的信息可记为(𝜃|𝑋). 

即为𝜃的后验分布 

二者的联系由𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠公式给出; 

𝜋(𝜃|𝑋) =
𝜋(𝜃)𝜋(𝑋|𝜃)

𝜋(𝑋)
 

贝叶斯统计的重要意义在于,在统计推断中以概率分布(即先验分布)的形式考虑了

关于研究对象的先验信息 

五） 假设检验 

1)概念 
  假设阶段:对于总体的某待推断的未知方面,根据解决问题的需要,作出一个假设. 

检验阶段:为判断所作的假设是否正确,从总体中抽取样本,并根据样本提供的信息, 

按一定原则对所作假设加以检验,进而以具体检验情况或实际检验结果作出决定:接受或

拒绝所作假设. 

称用于检验的统计量𝑉为检验统计量. 

 2)原假设与备择假设 

  设𝜃为总体的一个未知参数,其一切可能值的集合记为Θ.  

则关于𝜃的任一假设可用“𝜃 ∈ Θ”来表示,其中Θ∗为Θ的一个真子集.  

在统计假设检验中,将在假设阶段所作的假设称为原假设或零假设.  

为使问题表述得更明确,通常还提出一个与之相对的假设,称为备择假设. 

原假设与备择假设通常表示为: 

𝐻0: 𝜃 ∈ Θ0 

𝐻1: 𝜃 ∈ Θ1 

 3)双边假设与单边假设 



  关于一维实参数的假设常有以下形式,其中𝜃0为给定的值: 

单边假设𝐻0: 𝜃 = 𝜃0, 𝐻1: 𝜃 ≠ 𝜃0. 

双边假设 {
左边假设𝐻0: 𝜃 = 𝜃0(𝜃 ≥ 𝜃0),𝐻1: 𝜃 < 𝜃0

右边假设𝐻0: 𝜃 = 𝜃0(𝜃 ≤  𝜃0), 𝐻1: 𝜃 > 𝜃0
} 

 4)拒绝域/接受域/临界点 

  在统计检验过程中： 

当样本落入拒绝域时,拒绝原假设； 

当样本落入接受域时,接受原假设. 

拒绝域的边界点称为临界点。 

 5)显著性水平 

对假设检验问题,设𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛为样本,𝑊为样本空间的一个子集,对于给定的小概

率(0,1),对任意的待推断𝜃 ∈ Θ0 (原假设)， 若𝑊满足: 

 𝑃𝜃 ((𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) ∈ 𝑊) , 

则𝑊构成了原假设的一个拒绝域..称为显著性水平,并称此由𝑊构成拒绝域的检 

验方法为显著性水平为𝛼的检验. 

 6)假设检验的步骤 

  根据实际问题所关心的内容, 建立𝐻0与𝐻1. 

在𝐻0为真的前提下,选择合适的检验统计量𝑉.  

由𝐻1确定出拒绝域形式, 

对于给定的显著性水平𝛼,其对应的拒绝域  

{
 
 

 
 双边假设(𝑉 < 𝑉𝛼

2
) ∪ (𝑉 > 𝑉𝛼

2
)

左边假设(𝑉 < 𝑉𝛼)

右边假设(𝑉 > 𝑉1−𝛼)

 

根据样本值计算𝑣,检查样本是否落入拒绝域𝑊.  

得出结论:若落入𝑊,则拒绝𝐻0,接受𝐻1;若未落入𝑊,则接受𝐻0. 

→两点注意: 

1.𝛼值的选取  

(1)必须事先确定.  

(2)𝛼值大小选取应依所研究具体问题来决定.  

2.对于单侧检验,往往把希望的结果(或预计的结果)的反面取作𝐻0. 

 7)两类错误概率 

  弃真:𝐻0为真,拒绝𝐻0 

  纳伪:𝐻0为假,接受𝐻0 

  理想的检验方法应使犯两类错误的概率都很小. 

  记第一类错误的概率为𝛼(恰为显著性水平);第二类错误的概率为𝛽 

当样本容量一定时,犯两类错误的概率不能同时减小. 

一般,作假设检验时,先控制犯第一类错误的概率𝛼,在此基础上使𝛽尽量地小,要降低 

𝛽一般要增大样本容量. 

当𝐻0不真时,参数值越接近真值,𝛽越大. 

𝐻0与𝐻1地位本应平等,但在控制犯第一类错误的概率𝛼的原则下,通常将有把握的,有 

经验的结论作为原假设,或者尽可能使后果严重的错误成为第一类错误. 



 8)假设检验的评价准则 

  →功效函数 

   设𝜃为总体的待推断参数,对于一个具有拒绝域𝑊的检验𝜏,定义： 

𝛽(𝜃) = 𝑃𝜃(𝑊) = 𝑃𝜃 ((𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) ∈ 𝑊), 𝜃 ∈ Θ 

   为该检验的功效函数,也记为𝛽𝑊(𝜃)或𝛽𝜏(𝜃).(即为样本落在拒绝域的概率) 

𝛼 = 𝛽(𝜃), 𝛽 = 1 − 𝛽(𝜃) 

  →一致最优检验𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑙𝑦 𝑚𝑜𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟𝑓𝑢𝑙 𝑡𝑒𝑠𝑡 

   对给定的𝛼 ∈ (0,1),设𝜏∗为一个水平𝛼的检验,若对于任意一个水平𝛼的检验𝜏,有 

𝛽𝜏∗(𝜃) ≥ 𝛽𝜏(𝜃), ∀𝜃 ∈ Θ1 

则称𝜏∗为一致最优检验(或一致最大功效检验),记为𝑼𝑴𝑷检验. 

  →无偏检验𝑢𝑛𝑏𝑖𝑎𝑠𝑒𝑑 𝑡𝑒𝑠𝑡 

   若对任意𝜃0 ∈ Θ0及𝜃1 ∈ Θ1,都有:𝛽(𝜃0) ≤ 𝛽(𝜃1),则称𝜏为一个无偏检验. 

即,要求一个检验犯第一类错误的概率总不超过不犯第二类错误的概率. 

易得一致最优无偏检验的概念 

 9)正态总体的假设检验(参数检验) 

  单正态总体:

{
 
 
 
 

 
 
 
 
均值{

𝜎2已知 𝑈 =
𝑋̅−𝜇0

𝜎/√𝑛
~𝑁(0,1), |𝑈| > 𝑢1−𝛼/2, 𝑈 {

< 𝑢𝛼
> 𝑢1−𝛼

𝜎2未知𝑇 =
𝑋̅−𝜇0

𝑆/√𝑛 
~𝑡(𝑛 − 1), |𝑇| > 𝑡1−𝛼/2, 𝑇 {

< −𝑡1−𝛼
> 𝑡1−𝛼

方差

{
 
 

 
 𝜇已知𝜒2 =

∑ (𝑋𝑖−𝜇)
2𝑛

𝑖=1

𝜎0
2 ~𝜒2(𝑛), 𝜒2 {

< 𝜒𝛼
2(𝑛)

> 𝜒1−𝛼
2 (𝑛)

𝜇未知𝜒2 =
(𝑛−1)𝑆2

𝜎0
2 ~𝜒2(𝑛 − 1), 𝜒2 {

< 𝜒𝛼
2(𝑛 − 1)

> 𝜒1−𝛼
2 (𝑛 − 1)

 

双正态总体

{
 
 
 

 
 
 

均值差

{
 
 

 
 𝜎2已知 𝑈 =

𝑋̅−𝑌̅−(𝜇1−𝜇2)

√𝜎1
2

𝑛
+
𝜎2
2

𝑚

~𝑁(0,1), |𝑈| > 𝑢1−𝛼/2, 𝑈 {
< 𝑢𝛼
> 𝑢1−𝛼

𝜎2未知, σ1
2 = 𝜎2

2, 𝑇 =
𝑋̅−𝑌̅−(𝜇1−𝜇2)

√
1

𝑛
+
1

𝑚
𝑆𝑤

~𝑡(𝑛 +𝑚 − 2), 𝑇 {
< −𝑡1−𝛼
> 𝑡1−𝛼

方差比    𝜇未知𝐹 =
𝑆1
2

𝑆2
2~𝐹(𝑛 − 1,𝑚 − 1), 𝐹 {

< 𝐹𝛼(𝑛 − 1,𝑚 − 1)

> 𝐹1−𝛼(𝑛 − 1,𝑚 − 1)

 

假设检验与区间估计具有相同的数学结构 

10)样本容量的选取𝛿 = 𝜇1 − 𝜇0, 𝜆 =
𝜇−𝜇0

𝜎/√𝑛
 

  即给定𝛽,利用𝛽在相应检验方法的计算公式反求𝑛的范围 

(对𝛽分别利用定义和分布分位数算两次) 

  例如,在单正态总体的𝑈检验下,当𝑛满足: 

{
√𝑛 ≥ (𝑢1−𝛼 + 𝑢1−𝛽)𝜎/𝛿   单边检验 

√𝑛 ≥ (𝑢
1−

𝛼
2
+ 𝑢1−𝛽)𝜎/𝛿   双边检验

 

  时,犯第二类错误的概率不超过给定的𝛽 

  → 𝑈检验法中𝛽的计算公式: 

{

右边检验 𝛽 = Φ(𝑢1−𝛼 − 𝜆)

左边检验 𝛽 = Φ(𝑢1−𝛼 + 𝜆)

双边检验 𝛽 = Φ(𝑢1−𝛼 − 𝜆) + Φ(𝑢1−𝛼 + 𝜆) − 1

 



 11)成对数据均值的检验(利用𝑍 = 𝑋 − 𝑌)实现 

 12)总体分布的假设检验(非参数检验) 

拟合优度检验 

总体的分布不再是已知属于某种类型的分布族,问题变为对总体是否属于某分布族

进行统计推断:基于样本信息,验证总体数据与假定之可能分布的拟合程度。  

仍为假设检验问题,但有特点: 

可由一个零假设所确定 

零假设所确定的分布集合总是比较小的 

{
 
 

 
 𝜒2检验法(分布的检验(多项分布))

∗柯氏检验法(分布的检验(经验分布函数))

偏度/峰度检验法(分布是否为正态的检验)

∗秩和检验(两连续分布是否相同的检验)

 

  → 𝑃𝑒𝑎𝑟𝑠𝑜𝑛𝜒2检验(𝐾𝑎𝑟𝑙 𝑃𝑒𝑎𝑟𝑠𝑜𝑛, 1900) 

   设完备事件组𝐴1 , 𝐴2 , … , 𝐴𝑘,原假设𝐻0 ∶ 𝑃(𝐴𝑖) = 𝑝𝑖  , 𝑖 = 1,2,… , 𝑘 

进行𝑛次独立重复试验,事件出现的频数分别为𝑣1 , 𝑣2 , … , 𝑣𝑘 

  𝑃𝑒𝑟𝑎𝑠𝑜𝑛定理:若假设𝐻0成立,则当𝑛 → +∞时, 

𝑉 =∑
(𝜈𝑖 − 𝑛𝑝𝑖)

2

𝑛𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

相似
~
 

𝜒2(𝑘 − 𝑟 − 1) 

  其中𝑟是用最大似然估计法估计的未知参数的个数. 

  →拟合优度检验的一般步骤 

➢根据实际问题, 确定总体可能所属的分布族 

𝔉0 = {𝐹(𝑥, 𝜃): 𝜃 ∈ Θ }  

➢建立假设𝐻0: 𝐹 ∈ 𝔉0; 𝐻1: 𝐹 ∉ 𝔉0  

➢ 在𝐻0的假定之下,求出分布族参数𝜃的估计,得到总体可能的具体分布𝐹0(称

为拟合分布)  

➢ 修正假设𝐻0: 𝐹 ≡ 𝐹0 ; 𝐻1: 𝐹 𝐹0  

➢ 对于给定的显著性水平,选择适当的检验方法  

➢ 确定出其对应的拒绝域𝑊,注意因参数估计所致自由度的变化  

➢ 根据样本值计算,检查样本是否落入拒绝域𝑊  

➢ 得出结论 

→ 𝑃𝑒𝑎𝑟𝑠𝑜𝑛𝜒2检验是针对离散多项分布的检验 

对于连续分布,可作如下推广:  

➢首先将实数轴划分成𝑘个区间𝐼𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑘)  

➢计算拟合分布𝐹0在各个区间𝐼𝑖的概率𝑝𝑖 

➢同时计算样本点落在各个区间的频数𝑣𝑖  

➢再利用𝜒2检验法 

→ 偏度/峰度检验法(样本容量𝑛大于 100 为宜) 

对于随机变量𝑋的标准化变量𝑋∗ =
𝑋−𝐸(𝑋)

√𝐷(𝑋)
 

→若𝑋服从正态分布,则𝜈1 = 𝐸(𝑋∗)3(𝑋的偏度) = 0, 𝜈2 = 𝐸(𝑋∗)4(𝑋的峰度) = 3 



   对于𝐺1 = 𝐵3 /𝐵2
1.5  (称为样本偏度),𝐺2 = 𝐵4 /𝐵2

2 (称为样本峰度),有 

𝑈1 =
𝐺1
𝜎1
~𝑈2 =

𝐺2 − 𝜇2
𝜎2

~𝑁(0,1) 

   其中𝜎1
2 =

6(𝑛−2)

(𝑛+1)(𝑛+3)
, 𝜇2 = 3 −

6

𝑛+1
, 𝜎2

2 =
24𝑛(𝑛−2)(𝑛−3)

(𝑛+1)2(𝑛+3)(𝑛+5)
 

   拒绝域为|𝑢1| ≥  𝑢1−𝛼

4
或|u2| ≥ 𝑢1−𝛼

4
 

六)   方差分析  

 试验指标:待考察现象某属性的数量指标  

因素(因子):影响指标的条件  

可控因素:如:温度\剂量等  

不可控因素:如:测量误差\气象条件等  

因素水平:因素所处的状态  

单因素试验:试验中只有一个因素在起作用  

多因素试验:试验中有多个因素在起作用 

 1)单因素方差分析 

  →试验次数相等的方差分析: 

假定因子𝐴有𝑚个水平,分别记为:𝐴1 , 𝐴2 , … 𝐴𝑚 .在每一种水平下,进行𝑘次试

验.(即试验次数相等,各水平下试验次数均为𝑘).每次试验可记为𝑋𝑖𝑗 ,表示在第𝑖个水

平下的第𝑗次试验.试验完成后可得其观察值:𝑥𝑖𝑗 

𝑋𝑖𝑗~𝑁(𝜇𝑖 , 𝜎
2), 𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 𝑗 = 1,2,… , 𝑘. 

   设𝜀𝑖 = 𝜇𝑖 − 𝜇是因子𝐴的第𝑖个水平𝐴𝑖所引起的差异,称为水平𝐴𝑖的效应. 

   其中𝜇 =
1

𝑚
∑ 𝜇𝑖
𝑚
𝑖=1 称为均值(期望)的总平均,类似地定义𝑋̅, 𝑋̅𝑖 

   总离差平方和:𝑆𝑇 = ∑ ∑ (𝑋𝑖𝑗 − 𝑋̅)
2𝑛𝑖

𝑗=1
𝑚
𝑖=1 = (𝑚𝑘 − 1)𝑆2 

   →在假设𝐻0成立时,有
𝑆𝑇

𝜎2
~χ2(𝑚𝑘 − 1). 

   误差平方和(组内平方和):𝑆𝑒 = ∑ ∑ (𝑋𝑖𝑗 − 𝑋̅𝑖)
2𝑛𝑖

𝑗=1
𝑚
𝑖=1  

   效应平方和(组间平方和):𝑆𝐴 = ∑ ∑ (𝑋̅𝑖 − 𝑋̅)2
𝑛𝑖
𝑗=1

𝑚
𝑖=1 = 𝑘∑ (𝑋̅𝑖 − 𝑋̅)2𝑚

𝑖=1  

   → 𝑆𝑇 = 𝑆𝐴 + 𝑆𝑒 

→平方和分解定理: 设𝑄1 + 𝑄2 + ···  +𝑄𝑘 = 𝑄~𝜒2(𝑛) 

  其中𝑄𝑖是秩为𝑓𝑖的非负二次型,则 

𝑓1 + 𝑓2 + ···  +𝑓𝑘 = 𝑛 ⟺ 𝑄𝑖~𝜒
2(𝑓𝑖)且相互独立 

构造检验统计量: 

𝐹 =
𝑆𝐴/(𝑚 − 1)

𝑆𝑒/𝑚(𝑘 − 1)
~𝐹(𝑚 − 1,𝑚(𝑘 − 1)) 

   拒绝域: 

𝐹𝐴 > 𝐹1−𝛼(𝑚 − 1,𝑚(𝑘 − 1)) 

   →计算公式: 



𝑇𝑖 =∑𝑥𝑖𝑗

𝑛𝑖

𝑗=1

, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚; 𝐶𝑇 = 𝑛𝑥̅2 =
1

𝑛
(∑𝑇𝑖

𝑚

𝑖=1

)

2

(称为修正项) 

   则有: 

𝑆𝑇 =∑∑𝑥𝑖𝑗
2

𝑘

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

− 𝐶𝑇, 𝑆𝐴 =∑(
𝑇𝑖
2

𝑛𝑖
)

𝑚

𝑖=1

− 𝐶𝑇 

  →试验次数不等的方差分析(𝑘修正为𝑛𝑖) 

𝑛 =∑𝑛𝑖

𝑚

𝑖=1

, 𝐹 =
𝑆𝐴/(𝑚 − 1)

𝑆𝑒/(𝑛 −𝑚)
~𝐹(𝑚 − 1, 𝑛 −𝑚) 

  →方差分析显著性检验具体步骤: 

➢数据预处理  

𝑦𝑖𝑗 =
𝑥𝑖𝑗 − 𝑐

𝑑
 

➢列出统计分析数据表 

 
➢按照公式进行计算 

  ➢列出方差分析表 注意试验次数不等引起自由度变化  

单因素方差分析表↓ 

 

➢根据显著性水平,进行统计检验 

 2)双因子方差分析 

  →双因子间无交互作用的情形 



   因子𝐴有𝑛个水平:𝐴1, 𝐴2, …𝐴𝑛,因子𝐵有𝑚个水平:𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑚. 

𝐴𝑖𝐵𝑗的一次试验,结果以𝑋𝑖𝑗表示,观察值记为𝑥𝑖𝑗. 

假定:𝑋𝑖𝑗~𝑁(𝜇𝑖𝑗 , 𝜎
2) 

𝐻0 = 𝐻01 ∩ 𝐻02, 𝐻01: 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0,𝐻02: 𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑚 = 0 

或𝐻0: 𝜇111 = 𝜇112 = ⋯ = 𝜇𝑛𝑚𝑟 

 

   效应可加性:𝜇𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝛼𝑖 + 𝛽𝑗(存在对𝜇𝑖𝑗 , 𝜎
2做参数估计的问题) 

   数据总平均:𝑋̅ = 𝑋∙∙̅̅ ̅ =
1

𝑛𝑚
∑𝑋𝑖𝑗 

   𝐴𝑖组内平均:𝑋𝑖∙̅̅ ̅ =
1

𝑚
∑ 𝑋𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1 , 𝐵𝑗组内平均:𝑋∙𝑗̅̅̅̅ =

1

𝑛
∑ 𝑋𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1  

   总离差平方和:𝑆𝑇 = ∑ ∑ (𝑋𝑖𝑗 − 𝑋̅ )
2𝑚

𝑗=1
𝑛
𝑖=1  

   𝐴效应平方和:𝑆𝐴 = 𝑚∑ (𝑋𝑖∙̅̅ ̅ − 𝑋̅)2,𝑛
𝑖=1 𝐵效应平方和:𝑆𝐵 = 𝑛∑ (𝑋∙𝑗̅̅̅̅ − 𝑋̅)

2
 𝑚

𝑗=1  

   误差平方和:𝑆𝑒 = ∑ ∑ (𝑋𝑖𝑗 − 𝑋𝑖∙̅̅ ̅ − 𝑋∙𝑗̅̅̅̅ + 𝑋̅)
2𝑚

𝑗=1
𝑛
𝑖=1  

   𝑆𝑇 = 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵 + 𝑆𝑒 

   构造检验统计量:𝐹𝐴 =
𝑆𝐴
𝑛−1
𝑆𝑒

(𝑛−1)(𝑚−1)

, 𝐹𝐵 =
𝑆𝐵
𝑛−1
𝑆𝑒

(𝑛−1)(𝑚−1)

 

   方便计算:𝑇𝑖∙, 𝑇∙𝑗 , 𝑇∙∙ , 𝑇𝑆 = ∑ ∑ 𝑋𝑖𝑗
2  𝑚

𝑗=1
𝑛
𝑖=1   

𝑆𝐴 =
1

𝑚
∑𝑇𝑖∙

2 −
𝑇∙∙
2

𝑛𝑚
, 𝑆𝐵 =

1

𝑛
∑𝑇∙𝑗

2 −
𝑇∙∙
2

𝑛𝑚
, 𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 −

𝑇∙∙
2

𝑛𝑚
 

 

  →双因子间有交互作用的情形 

因子𝐴有𝑛个水平:𝐴1, 𝐴2, …𝐴𝑛,因子𝐵有𝑚个水平:𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑚每个水平𝑟次实验 

𝐴𝑖𝐵𝑗的第𝑘次试验,结果以𝑋𝑖𝑗𝑘表示,观察值记为𝑥𝑖𝑗𝑘. 

假定:𝑋𝑖𝑗𝑘~𝑁(𝜇𝑖𝑗𝑘 , 𝜎
2) 

𝐻0 = 𝐻01 ∩ 𝐻02 ∩ 𝐻03, 𝐻01: 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0, 

𝐻02: 𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑚 = 0,𝐻03: 𝛾11 = 𝛾12 = ⋯ = 𝛾𝑛𝑚 = 0 

或𝐻0: 𝜇111 = 𝜇112 = ⋯ = 𝜇𝑛𝑚𝑟 

 

   效应可加性:𝜇𝑖𝑗𝑘 = 𝜇 + 𝛼𝑖 + 𝛽𝑗 + 𝛾𝑖𝑗(𝛾𝑖𝑗表示𝐴𝑖 , 𝐵𝑗的交互效应) 

   数据总平均:𝑋̅ = 𝑋∙∙∙̅̅̅̅ =
1

𝑛𝑚𝑟
∑𝑋𝑖𝑗𝑘 

   𝐴𝑖组内平均:𝑋𝑖∙∙̅̅ ̅̅ =
1

𝑚
∑ 𝑋𝑖𝑗∙̅̅ ̅̅𝑚
𝑗=1 , 𝐵𝑗组内平均:𝑋∙𝑗∙̅̅ ̅̅ =

1

𝑛
∑ 𝑋𝑖𝑗∙̅̅ ̅̅𝑛
𝑖=1  

   𝐴𝑖𝐵𝑗交互组内平均值:𝑋𝑖𝑗∙̅̅ ̅̅ =
1

𝑟
∑ 𝑋𝑖𝑗𝑘
𝑟
𝑘=1   

   总离差平方和:𝑆𝑇 = ∑ ∑ ∑ (𝑋𝑖𝑗𝑘 − 𝑋̅ )
2𝑟

𝑘=1

 
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  

   𝐴效应平方和:𝑆𝐴 = 𝑚𝑟∑ (𝑋𝑖∙∙̅̅ ̅̅ − 𝑋̅)2,𝑛
𝑖=1 𝐵效应平方和:𝑆𝐵 = 𝑛𝑟 ∑ (𝑋∙𝑗∙̅̅ ̅̅ − 𝑋̅)

2
 𝑚

𝑗=1  



   交互效应平方和𝑆𝐴𝐵 = 𝑟∑ ∑ (𝑋𝑖𝑗∙̅̅ ̅̅ − 𝑋𝑖∙∙̅̅ ̅̅ − 𝑋∙𝑗∙̅̅ ̅̅ + 𝑋̅)
2𝑚

𝑗=1
𝑛
𝑖=1  

   误差平方和:𝑆𝑒 = ∑ ∑ ∑ (𝑋𝑖𝑗𝑘 −𝑋𝑖𝑗∙̅̅ ̅̅ )
2𝑟

𝑘=1
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  

   𝑆𝑇 = 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵 + 𝑆𝐴𝐵 + 𝑆𝑒 

   构造检验统计量:𝐹𝐴 =
𝑆𝐴
𝑛−1
𝑆𝑒

𝑚𝑛(𝑟−1)

, 𝐹𝐵 =
𝑆𝐵
𝑛−1
𝑆𝑒

𝑚𝑛(𝑟−1)

, 𝐹𝐴𝐵 =

𝑆𝐴𝐵
(𝑛−1)(𝑚−1)

𝑆𝑒
𝑚𝑛(𝑟−1)

 

   方便计算:𝑇𝑖∙, 𝑇∙𝑗∙, 𝑇∙∙∙ , 𝑇𝑆 = ∑ ∑ ∑ 𝑋𝑖𝑗𝑘
2  𝑟

𝑘=1
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1   

𝑆𝐴 =
1

𝑚𝑟
∑𝑇𝑖∙∙

2 −
𝑇∙∙∙
2

𝑛𝑚𝑟
, 𝑆𝐵 =

1

𝑛𝑟
∑𝑇∙𝑗∙

2 −
𝑇∙∙∙
2

𝑛𝑚𝑟
, 𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 −

𝑇∙∙∙
2

𝑛𝑚𝑟
 

七)  回归分析 

 1)一元线性回归 

  样本点(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 

  线性相关关系𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀, 𝜀~𝑁(0, 𝜎2) 

  对回归系数的估计值𝑎̂, 𝑏̂,可取𝑦̂ = 𝑎̂ + 𝑏̂𝑥,作为其相应𝑌之观测值𝑦的估计 

  →极大似然估计法 

   引入统计量:𝑆𝑥𝑦 = ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 −

1

𝑛
(∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 )(∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 ) 

   求解𝑌𝑖~𝑁(𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 , 𝜎
2)对应似然函数𝐿(𝑎, 𝑏)极大值取值得: 

𝑏̂ =
𝑆𝑥𝑦
𝑆𝑥𝑥

, 𝑎̂ =
∑𝑦

𝑛
−
∑𝑥

𝑛
𝑏̂ 

  →最小二乘法 

   给定回归系数估计后,存在误差𝛿𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂,记误差平方和为:𝑄 = ∑ 𝛿𝑖
2𝑛

𝑖=1  

   求其极小值取值,发现其估计与极大似然估计法等价,且𝑎̂, 𝑏̂, 𝑦̂无偏 

 2)回归方程的显著性检验 

  →相关系数检验法 

样本相关系数|𝑟| = √1 −
𝑄

𝑆𝑦𝑦
 

   检验统计量𝑡 =
√𝑛−2𝑟

√1−𝑟2
~𝑡(𝑛 − 2), |𝑡| > 𝑡1−𝛼

2
(𝑛 − 2)时拒绝原假设,存在线性关系 

  → 𝐹检验法:假设𝐻0: 𝑏 = 0 

   检验统计量𝐹 =
(𝑛−2)𝑈

𝑄
~𝐹(1, 𝑛 − 2),𝐹 > 𝐹1−𝛼时拒绝原假设,存在线性关系 

   其中𝑈 = 𝑆𝑦𝑦 − 𝑄 = ∑ (𝑦𝑖̂ − 𝑦̅)2𝑛
𝑖=1 =

𝑆𝑥𝑦
2

𝑆𝑥𝑥
 

 3)回归分析的基本步骤(一元线性回归) 

  ➢线性变换预处理(方便计算) 

  ➢求解回归系数的估计,得到回归方程 

  ➢在给定显著性水平下进行统计检验 

  ➢利用可信回归直线进行预测或控制 

4)多元线性回归 

 𝑌 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘 + 𝜀, 𝜀~𝑁(0, 𝜎2),观察值(𝑥1𝑡, 𝑥2𝑡 , … , 𝑥𝑘𝑡; 𝑦𝑡), 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 

  最小二乘法:
𝜕𝑄

𝜕𝑏𝑖
= 0 



5)可化成线性回归的非线性回归问题 

  𝑦 = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑗𝑔𝑗(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)
𝑘
𝑗=1 + 𝜀(注意维数变化,有𝑚个变元但是是𝑘元回归) 

 逐步回归:从众多的自变量中,根据这些变量各自对回归方程影响的大小,逐次地选

入到回归方程中,并将那些由于新变量引入而失去重要性的变量在回归方程中淘汰,持续

上述步骤,直至回归方程不再有可淘汰的变量且没有再可引入的变量时为止. 

 

 

 

 


